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I- Principes généraux

1. Objectifs et méthodes de la physique

Le but de la physique est de décrire et de comprendre les phénomenes de la nature et
de 'univers.

Long développement historique depuis I'antiquité. Role de Galilée (1564-1642) dans la
clarification des méthodes de la physique moderne.

1) Rassembler le plus que possible des données et des observations au sujet d'un
phénomene, afin de délimiter le nombre de grandeurs qui entrent dans sa description.
Déterminer les variables pertinentes et le nombre de degrés de liberté correspondant. Mais
cette démarche dépend de la précision recherchée. Nécessité de définir un systéme isolé.

2) Par des expériences répétées, rassembler des données quantitatives sur le phénomene
avec les grandeurs retenues.

3) Par le travail de la déduction et de I'imagination, trouver une loi mathématique qui
puisse correspondre aux données relevées.

4) Confronter la loi trouvée a d’autres expériences. a) La loi continue d’étre vérifiée ;
son domaine d’applicabilité s’élargit. b) Un nouveau type d’expérience peut invalider la
loi ; dans ce cas, il faut la modifier ou la compléter ou délimiter son domaine d’applicabilité.

2. Développement historique

Progres décisif avec Newton (1642-1727), qui introduit le calcul infinitésimal et ’ana-
lyse (1669), en définissant les notions de fonctions continues et de dérivées. Leibniz (1646-
1716) introduit le calcul différentiel (1684).

Newton énonce ses trois lois (Principia, 1687). 1) La loi d’inertie. 2) Equation du
mouvement : Massexaccélération=Force extérieure appliquée. 3) Egalité de I'action et de
la réaction. Newton découvre aussi la loi de la gravitation.

Les lois de la mécanique et de la physique s’écrivent désormais sous la forme d’équations
différentielles.

3. Grandeurs fondamentales

Pour décrire les divers phénomenes et événements, la physique a besoin de définir
des grandeurs fondamentales ou élémentaires, en fonction desquelles toutes les autres
grandeurs peuvent étre exprimées. Les grandeurs fondamentales, au nombre de sept, sont
irréductibles entre elles. On définit aussi les unités de référence de ces grandeurs.

1) La longueur [L]. Définit 'espace. Unité de référence : le metre (m).
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2) Le temps [T]. Définit la notion d’évolution. Unité : la seconde (s).

3) La masse [M]. Définit la quantité de matiere. Unité : le kilogramme (kg).

4) L’intensité électrique [I]. Définit les phénomenes électriques et magnétiques. Unité :
I’Ampere (A).

5) La température [f]. Définit la chaleur et I’agitation thermique des atomes. Unité :
le kelvin (K).

6) Le nombre d’atomes ou de molécules [N]. Définit la structure microscopique de la
matiere. Unité : le nombre d’atomes ou de molécules ou éventuellement la mole (mol).

7) L’intensité lumineuse [J]. Définit la luminosité d'un rayonnement. Unité : le candéla
(cd).

La dimension d'une grandeur est définie par I’expression de cette grandeur en fonction
des sept grandeurs fondamentales, en faisant abstraction des constantes numériques multi-
plicatives. La dimension d'une grandeur G est ainsi une fonction homogene des dimensions
des grandeurs fondamentales :

[G] = LTo2 Mo [0 N J°7

Exemples. Volume V : [V] = L3. Vitese v : [v] = LT~'. Accélération a : [a] = LT 2.
Force F : [F] = MLT2. Energie E : [E] = [FL] = ML*T2. Charge électrique Q :
Q] =1IT.

Tous les termes additifs d’'une équation de la physique doivent avoir la méme dimen-
sion. On ne peut additionner deux termes de dimensions différentes.

II- Rappels d’analyse
Dérivée, différentielle, intégrale

Fonction y = f(x). On considere deux valeurs de x : 1 et z2. y1 = f(x1), yo = f(x2).
On pose : 9 = x1 + Az, Ay = yo —y1 = f(x1 + Ax) — f(x1). Lorsque Az — 0, il s’ensuit
que Ay — 0. Mais le rapport Ay/Ax tend en général vers une valeur finie, qui définit la
dérivée de y au point a1, notée y'(z1) ou y(z1) ou £|,_,,. Comme z; est arbitraire, ces
définitions et résultats sont valables quel que soit x.

dy _

o= y'(x) = lim —

Axz—0 A;U '
Du point de vue géométrique, la dérivée est égale a la pente de la tangente a la courbe
y = f(z) au point z.

En séparant dy et dx de la fraction Z—Z, on définit la différentielle de y :



dy est la différentielle de y. dx est une quantité qu’on peut choisir aussi petite qu’on veut.
On voit que si der — 0, alors dy — 0, mais en général leur rapport est fini et égal a la
dérivée.
Dérivée d’un produit :
y(@) = u(@o(z);  y'(z) = u'(z)v(x) +u(@)'(2).
En écrivant les dérivées en fonction des différentielles, on obtient :

dy = vdu + udv.

La primitive d’une fonction y(x) est la fonction Y (x) dont la dérivée est y(x) : Y'(z) =
y(x). Comme la dérivée d'une constante est nulle, la primitive est définie a une constante
additive pres.

L’intégrale indéfinie d'une fonction y(x), notée [*dx’y(z'), est la primitive de y(z) :

/m dr' y(2') = Y (z).

L’intégrale définie de la fonction y(x) entre les points d’abscisses a et b est la différence
entre les valeurs de la primitive de y(z) aux points d’abscisses b et a :

/a L da (@) = Y (b) — Y(a).

Géométriquement, elle est égale a 'aire de la surface comprise entre la courbe y(x) et
I’axe des x pour x compris entre a et b.
L’intégrale d’'une dérivée 1’ est y, puisque y est la primitive de 1/’ :

[y @ =y [ @) = yo) - o)

Intégration par parties : c’est une conséquence directe de la formule de la dérivée d'un
produit et de la primitive d'une dérivée :

/a ' do ! (@)o(x) = u(b)o(b) — u(a)v(a) — / ' dwu(a) ().

I11- Electrocinétique

1. Décharge d’un condensateur dans une résistance

Circuit constitué d’'un condensateur de capacité C' et d'un résistor de résistance R.
q(t) : charge d’une des plaques du condensateur a l'instant ¢ ; la plaque opposée porte alors
la charge —q(t). L’intensité du courant dans le circuit est désigné par i(t); i(¢) se dirige
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des charges positives vers les charges négatives; représente le sens opposé a la vitesse des
électrons.
Relation entre l'intensité du courant et la charge ¢(t) :

. dg

i(t) = e
Elle signifie que la charge ¢(t) se trouve sur la plaque ou arrive le courant i; en effet un
accroissement infinitésimal dg de la charge pendant un temps dt est alors égal a idt. Le
choix du sens positif du courant est arbitraire; seule la solution du probleme détermine
le sens réel du courant d’apres son signe par rapport a la convention initiale.

R

UR

uc

C

Tensions auxr bornes des dipoles. Dipole avec extrémités A et B. Le courant ¢ entre
par A et sort par B. V, et Vj sont les potentiels électriques ou tensions en A et B
respectivement.

Convention récepteur. La tension aux bornes du dipodle, désignée par u, est égale a la
différence de potentiel entre les points d’entrée et de sortie du courant :

Elle est représentée sur les figures par une fleche dirigée de B (sortie) vers A (entrée).

A = B

Convention générateur. La tension aux bornes du dipole est égale a la différence de
potentiel entre les points de sortie et d’entrée du courant :
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Elle est représentée sur les figures par une fleche dirigée de A (entrée) vers B (sortie).

A = B

Loi des mailles. En convention récepteur, la somme des tensions de tous les dipdles (y
compris les générateurs) d’un circuit fermé est égal a zéro :

u1+u2—|—+un:0
Pour le circuit condensateur-résistance :
. q
up = Ri Uqy = —.
R ) C C

La loi des mailles s’écrit up + ue = 0, soit :

dg ¢
Diviser I'équation par R :
dg ¢
—+—=0
it " RC

Comparer les dimensions des deux termes du premier membre de 1’équation :
[RC| =T.

RC' définit le temps caractéristique 7 (ou l'unité naturelle de temps) de ’évolution du

systeme :
7= RC.
dg _ _4q
dt T

C’est une équation différentielle du premier ordre (dérivée premiere), linéaire (q et %
apparaissent linéairement), a un degré de liberté (¢), sans second membre (pas de terme
indépendant de q).

] = % est proportionnelle a g. Seule la fonction exponentielle vérifie cette propriété.

a(t) = Ce 71T,

ou C' est une constante arbitraire. La solution générale d'une équation différentielle du
premier ordre dépend toujours d’une constante arbitraire, qui ne peut étre fixée que si on
précise la condition initiale, & ¢ = 0 par exemple (on pourrait aussi choisir la condition



initiale a ¢ = ¢3). On suppose que la charge ¢ de I'armature considérée du condensateur
est égale a g, a l'instant initial ¢ = 0. On obtient :

q(0) = C = q,.

D’ou :
a(t) = gue /7.
L’intensité du courant est :
_ e do t/7

T

La fonction exponentielle étant toujours positive, on remarque que ¢(t) garde toujours
le méme signe que celui de o, alors que l'intensité i(t) est de signe opposée. Si, par
exemple, g, est positive, i(t) = % est négative et ¢(f) est une fonction décroissante au
cours du temps et tend rapidement vers 0. i(t), dont la valeur initiale est égale a —q, /7, est
une fonction croissante et tend aussi vers 0. Les propriétés de croissance et de décroissance

sont interchangées lorsque ¢, est négative.




2. Charge d’un condensateur

On ajoute dans le circuit un générateur de force électromotrice E constante.

N i
UR
s (Dl
uc
C
En convention récepteur, on a : up = —E. Loi des mailles : up + up + up = 0, qui
s’écrit aussi p
qa g
R—+=-=F.
a C
d E
dg  a _E
dt  RC R

C’est une équation différentielle du premier ordre linéaire avec second membre constant

(E/R). Méthode de résolution simple dans ce cas. On effectue un changement de fonction
en posant :

dQ  dg
@=q-EC it~ dt’
L’équation de () devient :
w_ Q@
a7
Solution générale :
Q@) = Ket/T.

K : constante arbitraire. La solution en ¢ devient :
q(t) = EC + Ke /T,
On fixe K par la condition initiale ¢(0) = g, :
q(t) = EC + (g, — EC)e /T,

Lorsque t > 7, l'exponentielle devient négligeable et ¢ tend vers une valeur limite
constante

q(t) — @y = q, = EC.
t—o0
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alt) = a, + (g0 — a)e .
On trouve pour l'intensité :
. dq 1 —t
i) = 5=~ (@ —a)e /.

Elle tend vers zéro lorsque t augmente.

(g, — q0) .

3. Charge et décharge d’un condensateur

On peut alterner les phases de charge et de décharge du condensateur en introduisant
puis en enlevant le générateur, etc. On considere ci-dessous une seule phase de charge et
de décharge. Le condensateur est chargé jusqu’a l'instant ty, puis déchargé. Pendant la

phase de charge on a :



Pendant la phase de décharge :
g(t) = Ke T 4y <t.

K est fixé par la condition de raccordement a l'instant ¢ = tg, en imposant la condition
de continuité de g entre les deux solutions précédentes :

Ke_tO/T =q,+ (% - QE)e_tO/T7

dott K = q,e"/7 + (qy — q;) et

q est continue en t = ¢y, mais ¢ y est discontinue.

q
QZ ................................................ ~
do n
O |

0 to

t
)
%(Qe —qp) \ 7
O e I T
|
0 to
t



4. Méthode générale de résolution d’une équation différentielle du 1°*ordre
avec second membre

Lorsque le second membre de 'équation différentielle n’est pas une constante, la
méthode précédente de changement de fonction par translation n’est plus applicable.
II faut utiliser ume méthode plus générale. Soit f(¢) le second membre de 1’équation
différentielle :

Soit ¢ (t) une solution particuliere de cette équation, qu’on arrive a deviner ou a trouver
d’apres 'expression de f. Une solution particuliere ne dépend pas de constante arbitraire,
contrairement a la solution générale, laquelle en dépend. La solution particuliere vérifie
I’équation p
qa | 41

pr + - = f(t).
Considérons la différence de la solution générale ¢ et de la solution particuliere ¢;. Elle
vérifie I’équation :

d(q —q) + (¢—q) —0
dt T

Donc (¢ — q1) est la solution générale de I’équation sans second membre :

_ dq  q
=¢—q; —+-=0.
q=4—q dt -
D’ou :
q=q+q.

La solution générale de l’équation différentielle avec second membre est égale a la
somme de la solution générale de [’équation sans second membre et d’une solution parti-
culiere de [’équation avec second membre. Elle dépend toujours d’une constante arbitraire
qu’il faut fixer a partir de la condition initiale (appliquée a ¢ et non a q).

Méthode facilement applicable lorsque le second membre est une constante. Dans
ce cas, la solution particuliere est aussi une constante. On peut l'appliquer au cas ou
f = E/R. Solution particuliere : ¢y = E7/R = EC. Solution générale de I’équation sans
second membre : § = Ke™*/7. D’ot1 la solution générale : ¢(t) = EC + Ke™'/7  la méme
que trouvée précédemment.

Autres exemples. Lorsque le second membre est une fonction exponentielle, on peut
chercher la solution particuliere sous la forme d’une fonction exponentielle. Lorsque le
second membre est une fonction sinusoidale, du type A cos(wt) ou Bsin(wt), on cherche
la solution particuliere sous la forme d’une combinaison de fonctions cosinus et sinus.

On considere ce dernier cas.

f(t) = — cos(wt).



On cherche la solution particuliere sous la forme
¢ (t) = Acos(wt) + Bsin(wt).

On remplace cette expression dans I’équation différentielle ; on regroupe ensemble toutes
les fonctions cosinus et sinus; les coefficients globaux des fonctions indépendantes cosinus
et sinus doivent étre nuls. On obtient :

_ EC _ EyCuwr

14w’ 14w

En ajoutant la solution générale de 1’équation sans second membre, qui est toujours la
fonction exponentielle décroissante, on obtient pour la solution générale de I’équation avec
second membre :

EyC

t) =g =Ke¥/m4 ——
q(t) =G+ q = Ke +(1+sz2)

{ cos(wt) + wr sin(wt) } :

La constante K est déterminée par la condition initiale ¢(0) = go. A noter que lorsque
t > 7, 'exponentielle est négligeable et ¢(t) tend asymptotiquement vers la solution parti-
culiere oscillatoire, qui représente le mouvement forcé. Le régime asymptotique représente

en général le régime permanent.

IV- Radioactivité

1. Loi de désintégration radioactive
Certains noyaux, dits instables, se désintégrent spontanément en donnant naissance a
un ou a plusieurs autres noyaux et éventuellement a un électron et a un antineutrino.
Radioactivité g :
72X — 4. +e 47
Radioactivité a :
AX Aty 4 e
Exemples :
n—pt+e +v,
5°U — 3'Th +3 He,
I Th — 3'Pa+e” +v.
La radioactivité est un phénomene de la physique quantique et les parametres qui
entrent dans sa description ne peuvent étre calculés que dans le cadre de la Mécanique

Quantique. Néanmoins, la loi de la radioactivité peut étre établie dans le cadre de la
Physique Statistique, en admettant certaines propriétés générales.

11



Propriétés de la radioactivité.

1) Phénomene spontané, imprévisible dans le temps au niveau d’un noyau. Chaque
noyau se désintégre a un moment ou a un autre, mais on ne peut prédire par avance le
moment exact de sa désintégration.

2) On ne peut qu’associer une probabilité de désintégration par unité de temps (appelée
aussi densité de probabilité temporelle) & chaque noyau.

On désigne par A la probabilité de désintégration par unité de temps d’un type de
noyau donné. 1) A est la méme pour tous les noyaux d’un méme type. 2) A\ est une
constante dans le temps; c¢’est une conséquence de I’homogénéité du temps; A ne dépend
pas de I'age du noyau.

Si A est la probabilité de désintégration par unité de temps d’un noyau, sa probabilité
AP de désingration dans un intervalle de temps At petit est :

AP = \At.

Si un échantillon contient N noyaux a Uinstant ¢ (N est tres grand), ceci signifie que
pendant 'intervalle de temps At qui va suivre, |AN| noyaux vont se désintégrer, ot AN
représente la variation de N pendant le temps At. |AN| est égal & NAP = N(t)\At.
Comme N diminue au cours du temps, sa variation AN est négative :

AN(t) = —N(t)AP = —N(t)AAL

En prenant la limite du continu, N(t) — fonction continue, et la limite infinitésimale,
At — dt, AN — dN, on obtient :

AN(t) = —AN(t)dt,

ou
AN
—L = )N
dt

C’est une équation différentielle du premier ordre (dérivée premiere), linéaire (N et %
apparaissent linéairement), a un degré de liberté (IV), sans second membre (pas de terme

indépendant de V).

Taux instantané de croissance : dN

(%) (quantité algébrique; ici, négative égale a —\).

z|=

2. Résolution de I’équation
Equation similaire & celle de la décharge d'un condensateur dans une résistance. So-
lution en fonction exponentielle :

N(t) = C’e_>‘t,

ou C' est une constante arbitraire, qui ne peut étre fixée que si on précise la valeur initiale
de N. On suppose que le nombre des noyaux a t = 0 est Ny. On obtient :

N(0) = C = Nj.
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D’ou :
N(t) = Noe ™.
On a en général : % < 0; la courbe est constammenet décroissante.
Période ou demi-vie T : temps au bout duquel N diminue de moitié :

N(t+T):@.
~ In2
=

T définit I'unité naturelle de temps (ou 1’échelle de temps ou 'unité adaptée de temps)

T

du processus de radioactivité (a ne pas confondre avec I'unité de référence du temps du
Systeme International qui est la seconde).

N
Ny _

Noj2 |

Activité A : nombre de désintégrations par unité de temps.
A= AN = ANpe A,

Unités : Becquerel (Bq); 1 Bq=1 dés./s. Curie (Ci); 1 Ci=3,7 x 10'° dés./s; correspond
approximativement a l'activité de 1 g de radium 226.

Durée de vie moyenne T par noyau : Durée de vie totale de tous les noyaux divisée
par le nombre total Ny des noyaux.

1
T=—.
A
Echelle semi-logarithmique.

In N(t) = In Ny — At

Droite avec pente négative donnée par —A\.
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3. Cas discret. Suite géométrique et fonction exponentielle
Au niveau expérimental, les mesures physiques se font en général a des intervalles de

temps discrets. On n’a qu’un ensemble discret de points expérimentaux.

1 AN

N At -

Au niveau discret, la fonction exponentielle est représentée par une suite géométrique.

Taux instantané de croissance :

Eléments de la suite géométrique : y,, n = 0,1,2, ..., définis avec des intervalles At.
Raison r de la suite :
Yn+1
At = .
Yn

r dépend de At, car si At varie, les valeurs de y, changent; mais r ne dépend pas de n.
Yo correspond a t =ty =0, y, a t, = nAt.

Y1 ) Yn+1

=, =7 ..., =7 ....

Yo Y1 Yn

Yn _om 8 A (elnr)ﬁ .

Yo

En prenant la limite At — 0, on passe a la limite continue ¢, — t, v, — y(¢). On retrouve
pour y une fonction exponentielle si dans cette limite 12—: — « =const. Ceci n’est possible
que si Inr — aAt. r doit avoir la dépendance suivante en At : r = 1 + «At, car pour
aAt < 1, on a In(1 + aAt) ~ aAt. % = r = 1+ aAt. La limite continue de la suite

est :
y(t) = yoe™.

Développement limité. Les résultats précédents ont été obtenus en utilisant 1’approxi-
mation du développement limité d’une fonction autour d’un point donné. Il est obtenu en
partant de la définition de la dérivée d’une fonction y(¢) par rapport a la variable ¢ :

dy . y(t+a)—y(t)

y(t):E:ag% o :

L’approximation consiste a ne pas prendre la limite a — 0 et a remplacer a par une valeur
finie mais petite (en module) devant le temps caractéristique 7' d’évolution de y(t) :

dy _y(t+a)—y)
dt a ’

y(t) = la| < T.
En multipliant les deux membres par a, on obtient :

y(t+a) ~y(t) +ay(t), la| < T.

Pour la fonction In(t), vue plus haut, il faut remplacer dans la formule précédente ¢ par
la valeur particuliere 1 et a par aAt.
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4. Résolution numérique d’une équation différentielle. Méthode d’Euler

Equation a résoudre :
. dy

f(y) est une fonction connue de y. (Dans le cas de la radioactivité, f(N) = —AN.)

Diviser I’axe du temps en intervalles discrets de valeur At petite devant celle du temps
caractéristique 7 ou 7' du probleme (At < 7). Instant initial : t = ¢, = 0; t; = At, ...,
t, = nAt. Condition initiale : y(0) = yo. On fait 'approximation du passage du continu
au discret par I'utilisation du développement limité :

y(t+ At) = y(t) + ()AL = y(t) + f(y)At.

On applique cette formule pas a pas.
y(tr) = 11 = y(to + At) = yo + f(yo) At

y(t2) = y2 = y(t1 + At) = y1 + f(y1)At,
y(ts) = ya = y(ta + At) =y + f(y2) At,
Y(tn) = yn = yltn_1 + A) = Yu_1 + f(Yn_1) AL

On obtient ainsi toutes les valeurs de y;. On trace la courbe continue qui passe par ces
points. Plus At est petit, plus la précision est grande.
Exemple de la fonction exponentielle.

At
Yn = Yn—1 — )\yn—lAt = yn_1(1 - >\At) = yn—l(l — 7)

On vérifie que la résolution numérique reproduit la suite géométrique :

V- Filiation radioactive

En physique on rencontre souvent des équations couplées entre plusieurs grandeurs
physiques en évolution. C’est le cas notamment lorsque plusieurs particules ou plusieurs
grandeurs interagissent mutuellement. On obtient dans ce cas un systeme d’équations
différentielles couplées faisant intervenir plusieurs variables indépendantes ou plusieurs
degrés de liberté. La résolution de tels systemes d’équations n’est généralement pas pos-

sible analytiquement ; mais dans certains cas simples on arrive a découpler les équations
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d’une fagon systématique et a les résoudre analytiquement. C’est le cas notamment des
désintégrations radioactives en chaine qu’on traitera dans la suite.

Généralement les noyaux radioactifs donnent naissance par désintégration a d’autres
noyaux radioactifs qui a leur tour se désintégrent par radioactivité. On assiste a une
chaine de désintégrations, qu’on appelle filiation radioactive. L’uranium 23U, par exemple,
produit par désintégration une chaine de 13 noyaux intermédiaires radioactifs successifs,
avant que ne se produise le dernier noyau stable de la chaine, le plomb 29 Pb :

U — X; — Xog — ... — Xi3 — 29°Pb.

Nous étudierons le cas le plus simple d'une chaine avec trois éléments :
A— B —C,

le noyau C' étant stable. N4, Ng, N : nombre des noyaux respectivement du type A,
B, C, a l'instant t. Il faut utiliser la loi de conservation du nombre total des noyaux.
Chaque noyau A qui se désintegre donne naissance a un noyau B ; chaque noyau B qui se
désintegre donne naissance a un noyau C'. A, A\p : constantes radioactives respectivement
des noyaux du type A et B. Par unité de temps, il y a A4 /N4 noyaux A qui se désintegrent,
donc une méme quantité de noyaux B qui se créent; de méme, A\g N noyaux B qui se
désintegrent par unité de temps et un nombre égal de noyaux C' qui se créent.

dN 4
—— = —\N
dt ALVA,
dN
— L = \gNp + ANy,
dt
dN¢c
—— = +A\gNp.
o +ABINp
On vérifie que
d

%(NA+NB+NC) =0,

impliquant (N A+ Np+ NC) = const., ce qui traduit la conservation du nombre total des
noyaux de tous types au cours du temps.
Solution de la premieére équation, avec la condition initiale N4(0) = Nyp :

NA(t) == NAQE_)\At.

On reporte cette solution dans I’équation de Np :

dN _
d—tB = _)\BNB + )\ANAoe )\At.
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C’est une équation différentielle du 1°* ordre linéaire avec second membre (le dernier
terme). On cherche une solution particuliere de ’équation sous la forme d’une exponen-
tielle similaire au second membre :

NBl = CQ_AAT/,

C' étant une constante. On remplace cette expression dans I’équation ; on détermine C' :

AaN 4,

TN

AaNag Ayt
Ny = 247 —Aat,
B1 Ao _)\Ae

L’équation sans second membre :

— L2 — _\sNp.
dt BiVB

Solution générale de cette équation :
N B — C”e_)‘B t,
C" étant une constante. Solution générale de ’équation avec second membre :

AANAO 6—>\At
AB — A4 '

Condition initiale : Ng(0) = 0; = C" = —AaN4,/ (A — Aa).

N = Ny + Np, = C'e ™8l 4

AaNa, / — _
NB@):ﬁ(e Aat _ ABt)'

On reporte cette expression dans I’équation de N et on integre entre t' = 0 et t' = ¢,

avec la condition initiale No(0) =0 :

AB )t Ad gt
N, = Nyp|l — ———— A — Bt
C(t) AQ[ )\B — )\Aﬁ’ + )\B — )\Ae }

On vérifie la loi de conservation du nombre total des noyaux :

Na(t) + Np(t) + Ne(t) = Nao.

. : <o dNp(t :
Np(t) possede un maximum a un instant t,. On calcule d—i() et on impose son annu-

lation pour t = ty. On trouve :

1 A 1/ TuT T
=5 (f) 2 (TAA— ?B) . (T—ﬁ)

qui est positif, quelles que soient les valeurs de Ty et de Tg. Pour t grand, comparé aux
périodes T'y et Tg, N4 et Np tendent vers 0, tandis que N¢ tend vers N »p.
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Activité A : nombre de désintégrations par unité de temps.

As=MNy, Ap=2AgNp, Ac=0.

L’équation de Ng s’écrit aussi : dc% = —Ap+ As. At =1, dd% est nul, ce qui entraine

I’égalité des activités des noyaux du type A et du type B a cet instant.

VI- Mouvement amorti

1. Action d’un milieu fluide sur un corps plongé en son sein

Milieu fluide (gaz ou liquide) électriquement neutre et au repos. Exerce une action de
résistance au corps plongé en son intérieur. 1) Une force statique, qui ne dépend pas de la
vitesse du corps et est représentée par la pression exercée sur le corps. Exemple : la force
d’Archimede. Force orthogonale a la surface du corps en chacun de ses points. 2) Une
force non-statique, qui se manifeste uniquement lorsque le corps est en mouvement. Elle
tend a freiner le mouvement du corps. Cette force dépend des caractéristiques du milieu,
de la géométrie du corps (mais non de sa masse) et de sa vitesse. Elle se décompose en une
composante parallele a la vitesse et de sens opposé, appelée trainée et en une composante
orthogonale a la vitesse, appelée portance. On s’intéresse désormais a la force de trainée,
qui joue un role plus important. Dans cette catégorie, on peut distinguer essentiellement
deux types de forces. a) Une force de frottement, appelée force de wviscosité; c’est une
fonction linéaire homogene de la vitesse, mais de sens opposé a celle-ci. b) Une force
inertielle, due au fait que le corps, pour se mouvoir, doit déplacer un volume équivalent
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de fluide; c’est une fonction quadratique homogene de la vitesse, dirigée en sens opposé
a celle-ci et agissant frontalement contre le corps en mouvement.

2. Viscosité du milieu fluide

La force de viscosité dépend d’un parametre caractéristique du fluide appelé coefficient
de viscosité.

Le coefficient de viscosité dynamique, ;1 ou n, appelé aussi wviscosité dynamique, est

homogene a une pression multipliée par une longueur et divisée par une vitesse :
() = ML~'T

Unité : kg m~! s7! = Pas.
La wviscosité cinématique, v, est obtenue a partir de p en le divisant par la masse
volumique p du fluide :

2 1

Unité : m” s™".
3. La force de freinage
On assimile le corps a uns sphere de rayon a. En tenant compte de la dimension du

coefficient de viscosité pu, la force de viscosité prend la forme :
Fr = —kpav,

ky étant un coefficient sans dimension positif.
L’existence de plusieurs grandeurs dimensionnées nous permet de construire d’autres

expressions de forces. La force inertielle, qui ne dépend pas de la viscosité, prend la forme :
Fpy = —kypa®|v|v,

ko étant un coefficient sans dimension positif.

En comparant les deux forces précédentes, on conclut que la force de viscosité sera
dominante pour des vitesses faibles, tandis que la force inertielle sera dominante pour des
vitesses grandes.

La possibilité de construire plusieurs expressions de forces de freinage est due a 'exis-
tence d’un parametre sans dimension, appelé nombre de Reynolds. 1l est défini comme

suit :
2alv|  2alv|

- )
v 1/ p
On peut ainsi construire une expression générale de la force de freinage par la formule

R =

[R] = [1].

Ff = —,UCI,'Uf(R),
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ou f(R) est une fonction arbitraire de R (tendant vers une constante positive lorsque
R — 0). La deuxieme force de freinage (force inertielle) correspond & une fonction linéaire
homogene en R :

Fpy = bFpR,

ol b est une constante positive. Dans les fluides avec faibles inhomogénéités, les deux
forces de freinage précédentes sont suffisantes pour décrire I'ensemble des situations. On
appelle régime de Stokes la situation dans laquelle la force de viscosité est dominante et
régime de Newton la situation ou la force inertielle domine.

On peut donner une signification plus physique au nombre de Reynolds, en remar-
quant, d’apres la relation précédente, et en faisant abstraction des constantes multiplica-
tives sans dimension, qu’il s’écrit sous la forme

R~ L2
Le nombre de Reynolds mesure ainsi le rapport de la force de freinage du régime de
Newton a celle du régime de Stokes. On calcule généralement le nombre de Reynolds avec
une vitesse limite ou une vitesse caractéristique v,. La force de viscosité est dominante
dans les régimes avec petits nombres de Reynolds (R < 1) (régimes de Stokes), tandis
que la force inertielle est dominante dans les régimes avec grand nombre de Reynolds
(R > 10%) (régimes de Newton).

4. Vitesses faibles ou petits nombres de Reynolds
Fy = —kpav.

On étudie le probleme d’une bille jetée dans de la glycérine. Axe des x en verticale dirigé
vers le bas.

pp : masse volumique de la bille; @ : rayon de la bille; Vj, = 4wa®/3 : volume de la bille;
my, = p,Vj, sa masse; v : sa vitesse; p, : masse volumique du fluide; p : sa viscosité; g :
accélération de la pesanteur. Le coefficient k; a été calculé par Stokes : k; = 67. Equation

du mouvement :

dv
wav% = —6mpav + (p, — p)Voy-
[On a tenu compte de la force d’Archimede.]
dv_ n

Py = 520t (o= pp)g-

Equation différentielle du 1%ordre linéaire avec second membre constant. La solution
particuliere est cherchée sous la forme d’une constante; elle définit la vitesse limite v, et
correspond a la situation ou la force extérieure (pesanteur et Archimede) est équilibrée
par la force de freinage :

2p — py)ga”

U:Ué: 9[u
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Equation sans second membre :

dv 1 2a°p,
— = —=0 T =
dt ’ I

Solution générale de cette équation :

, 7] =T.

v = C'e_t/T,

C' étant une constante arbitraire.

Solution générale de ’équation avec second membre :
v(t) = Ce /T 4 (o
Condition initiale : v(0) = v,. = :

v(t) = (v, — W)€—t/7 + v,.

dv

b — —1(y, —v,)e""/™ a un signe bien défini tout le temps.

L’expression de z(t) s’obtient en intégrant celle de v entre ' = 0 et ¢’ = ¢, avec la
condition initiale z(0) = x,; la primitive de v est x :

2(t) = g + vyt + 7(vy — v)(1 — e7H/T).

On a tracé sur les figures les courbes de v et de x pour diverses valeurs de v, relati-
vement a v, et pour xyp = 0. A noter que vy représente la dérivée a l'origine de = et par

conséquent la pente de la courbe de z a l'origine.
v

Uy
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2:a = 0,5 mm; p, = 2600 kg m~3

Application numérique. vy = 0; g = 9,8 m s~
(verre); py = 1260 kg m~3: on mesure v, = 0,9 mm s~!. On obtient : g = 810 x 1073 kg
m' sy =2 =640 x 107 m? s 7= 1,8 x 107" 5; R = 2ay,/v = 1,4 x 107° < 1.

Ce dernier résuftat justifie 'hypothese faite sur I'expression de la force de freinage.

5. Vitesses grandes ou grands nombres de Reynolds
Fy = —kopa®|vlv.

(p : masse volumique du fluide.) On reprend le probleme précédent, mais dans un fluide
de faible viscosité (I’air par exemple); on pose b = kopa?. Equation du mouvement :
dv

mo = —blv|v + mg.

(On a négligé la force d’Archimede.) C’est une équation différentielle non-lindire en v
avec second membre constant. En général pas de méthode générale pour la résolution
des équations différentielles non-linéaires, mais dans le cas présent, a cause de la sim-
plicité particuliere du terme non-linéaire, une résolution complete est possible. On note
I’existence d'une vitesse limite constante v, :

myg

Uy =/ ——.

b

L’équation complete peut aussi étre intégrée. Le comportement de v au cours du temps
est qualitativement le méme que dans le cas précédent. La vitesse tend rapidement vers
sa valeur limite.

On considere le probleme de la chute de la bille de la section précédente dans I'air. La
masse volumique de air est pg, = 1,29 kg m™3. La valeur de ky pour la sphere s’obtient
a partir de courbes empiriques : ks >~ 0,7. On trouve, avec les mémes données pour la

bille que dans la section précédente, v, = 7,7 m s~1.
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1571 On trouve pour le nombre de

La viscosité de I'air est fiq;, = 0,018 x 1072 kg m™~
Reynolds R = 2apu;v,/ ptair = 550, ce qui justifie I'utilisation de la force de freinage de

Newton.

VI1I- Oscillateur harmonique

1. Equations différentielles du deuxieme ordre

La plupart des équations de la mécanique sont des équations différentielles du deuxieme
ordre, faisant intervenir la dérivée seconde par rapport au temps de la variable dynamique
considérée (généralement la position). L’équation du mouvement d’une particule (équation
de Newton) fait intervenir I'accélération qui est la dérivée seconde de la position par
rapport au temps. Par exemple, pour une particule de masse m placée en présence d’une
force extérieure F'(x) (mouvement unidimensionnel) on a ’équation

d’x
mog =1 (),
qui représente une équation différentielle du deuxieme ordre.

Parmi les forces dépendant de x, ayant une généralité suffisante, la force de 'oscillateur
harmonique est la plus représentative. Beaucoup de systemes physiques, possédant des
positions d’équilibre stable, lorsqu’ils sont 1égerement écartés de leur position d’équilibre,
ont des mouvements oscillatoires gouvernés par 1’équation de l'oscillateur harmonique
(approximation des petits mouvements). Le systéme physique qui produit directement
I’équation de l'oscillateur harmonique est celui du ressort linéaire.

2. Force de rappel du ressort

Un ressort est un objet filiforme enroulé en forme de spirale cylindrique (généralement
métallique) et possédant une élasticité et une tension interne. Soit ¢y la longueur au repos
ou longueur a vide du ressort. Lorsque la longueur du ressort est écartée de sa valeur de
repos, soit en élongation soit en compression, prenant la valeur ¢, le ressort exerce sur ses
extrémités des forces de rappel proportionnelles a I'écart de sa longueur a partir de sa
longueur de repos, |¢ — {y|. Cest la loi de Hooke.

Ressort fixé a 'une de ses extrémités et placé sur un plan horizontal. Sur I'extrémité
libre est attachée une masse ponctuelle m ; on néglige la masse du ressort. Si la longueur
du ressort a l'instant ¢ est ¢, avec £ > {; (élongation), la force de rappel F est dirigée dans
le sens négatif, vers la position de repos ¢y. On a :

F= —]{7(6 - 60),

k étant une constante, appelée constante de rappel ou constante de raideur du ressort. On
peut vérifier que la formule précédente reste aussi valable lorsque ¢ < ¢y (compreesion) ;
dans ce cas la force de rappel est dirigée dans le sens positif.
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3. Equation de l'oscillateur harmonique
L’équation du mouvement de la masse m, soumise a la force de rappel du ressort, est :

d*l
mos = —k(0 — y).
En effectuant le changement de variable
r=1/0— 60,

ou x représente ’écart algébrique du ressort a partir de sa longueur de repos, on obtient :

Az

Analyse dimensionnelle. [kz]=force=MLT=2, [k] = MT= 2 [k/m] = T2 /m/k
définit le temps caractéristique de I’évolution du systeme. On pose :

k [ k
WSZE, Wy = E>0

wp a la dimension de T~ ! et jouera le role d'une pulsation, dont 'unité est le radian /seconde
(rd s71). L’équation devient :

C’est I’équation de l'oscillateur harmonique.

Remarque générale. Toute équation différentielle du deuxieme ordre est équivalente a
un systeme de deux équations différentielles couplées du premier ordre avec deux degrés
de liberté. On peut vérifier que le systeme d’équations différentielles suivantes pour les
variables x et y

T = WoY, Yy = —WoT,

reproduit ’équation de l'oscillateur harmonique apres avoir éliminé la variable y.
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4. Solutions de I’équation de l’oscillateur harmonique
Deux solutions indépendantes, sous la forme de cosinus et de sinus.

z(t) = Acos(wot) + Bsin(wpt),

A et B étant des constantes. L’équation de l’oscillateur harmonique étant une équation

différentielle du deuxieme ordre, la solution générale dépend de deux constantes arbitraires,

qui peuvent étre déterminées par les conditions initiales sur la position et la vitesse.
D’autres formes équivalentes de solutions :

z(t) = C cos(wot + @), x(t) = D sin(wot + 1),

C et ¢ d’'une part, D et 1) de 'autre sont des constantes. On passe de ces solutions a la
premiere en développant le cosinus et le sinus. On a par exemple les identifications

B
A= Ccosyp, B = —C'sin, C=VA2+ B?, tanap:—z.

Les solutions représentent un mouvement oscillatoire périodique suivant la période des
fonctions cosinus et sinus, d’ou le nom d’oscillateur harmonique. C' est appelée amplitude
des oscillations, wq la pulsation, ¢ constante de phase ou phase a l’origine. La période est
Ty =27 /wy; la fréquence est vy, = 1/Ty = wy/(27).

T f 1

B R N N

Conditions initiales : 2(0) = zo, #(0) = £|,_; = i. On trouve

z(0) = A = xo,

d
x(t) = d—f = —wpA sin(wyt) + wo B cos(wyt),

.fL’(O) = woB = .i’(].

x(t) = xq cos(wot) + 1o sin(wot).
Wo
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0 to to + To
t
1,2
C= |23+, ¢ = — arctan( ).
0 WoLo

5. Propriétés des solutions

Solutions oscillatoires périodiques. Lorsque |z| atteint sa valeur maximale C, on a
& = 0; inversement, lorsque |Z| atteint sa valeur maximale woC, on a x = 0. Sur les
figures on a pris zg > 0, g > 0.

x et & vérifient I’équation

(z(t))* + EOF = (% = const.

C’est I'équation d’une ellipse dans le plan (z, ). Le point représentatif (x(t), #(t)) décrit
cette ellipse au cours du temps. Le sens de rotation est le sens trigonométrique négatif
(sens des aiguilles d’une montre). Cette propriété se comprend aussi sans calcul détaillé;
lorsque z atteint sa valeur maximale C le ressort a son élongation maximale dans le
sens positif; aux instants suivants il ne peut que se contracter avec une vitesse négative.
La représentation du mouvement de la masse m dans le plan (x, &) s’appelle portrait de
phase.

&

s
N
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6. Circuit bobine-condensateur

R Y _ 44 di _ dq
a  C 7 dt’ dt — de?’
d*q | q d? q
414y a9 _y
et N wmtie
On pose : wi = 1/(LC); équation devient :
d’q 9
E -+ woq = 0.

Elle est du méme type que celle de 'oscillateur harmonique. Solutions vérifiant les condi-
tions initiales ¢(0) = go et i(0) = iq :

o .
q(t) = qo cos(wot) + W—O sin(wot),
0

i(t) = —woqo sin(wot) + ig cos(wot).
On a un courant périodique harmonique.

7. Oscillateur harmonique avec force extérieure constante

Ressort avec masse m a son extrémité, suspendu verticalement. La masse m subit la
force supplémentaire de la pesanteur. ¢, : longueur du ressort au repos (longueur a vide) ;
((t) : longueur du ressort a I'instant ¢ :

d*l
m— = —k({ — {y) + mg.

La force de la pesanteur, étant constante, déplace tout simplement la position d’équilibre
du ressort. Nouvelle position d’équilibre : ¢ = ¢;=const.; correspond a une vitesse et a

une accélération nulles :
0=—k(ly —ly) +mg,

m
h=to+ 52
Faire le changement de variable
d*  dPx
{= El + xZ, E = ﬁ
2

dt? k
Le dernier terme est nul, d’apres la définition de ¢;. On retrouve

d*z d*z ) )
m—s- = —kx, ou —— =—wyr, Wi =
dt?
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Meéme équation que précédemment ; x représente maintenant le déplacement a partir de la
nouvelle position d’équilibre, en présence de la pesanteur. Les oscillations ont lieu autour
de la nouvelle position d’équilibre.

Situation similaire avec un circuit bobine-condensateur en présence d’un générateur

avec force électromotrice constante E.

di ¢ d*q q E
144 g g, a _ =
e N wtIeTI

On fait le changement de variable ¢ = ¢; + @), avec ¢; la nouvelle valeur d’équilibre de ¢ :
q1 = EC. L’équation de () devient :

CST? = —weQ, wh = %
Q(t) = Acos(wot) + Bsin(wpt),
q(t) = EC' + Acos(wot) + B sin(wyt).
Les oscillations de ¢ ont lieu autour de la nouvelle valeur d’équilibre EC'.

8. Représentation complexe
Souvent, la représentation complexe peut étre plus utile ou efficace pour la résolution
des équations différentielles. On résoud maintenant 1’équation de 1'oscillateur harmonique
en représentation complexe.
On suppose que x peut étre complexe, représenté par z, avec © = Re(T).
o~
CCZZT:; +wiT = 0.

On cherche les solutions sous la forme de fonctions exponentielles complexes en général :
#(t) = At

avec A une constante complexe et w une constante (qui peut étre complexe) a déterminer.
On a:

dz =

i iw AWt = we,
d’z =i .
i (z'w)QAeWt = —w?7.

On remplace dans 'équation :

(W -w)i=0, = W=w, = w=ztw.
On a ainsi deux solutions indépendantes définies par les deux valeurs possibles de w.
La solution générale est la superposition de ces deux solutions (propriété de linéarité de
I’équation) : . »
() = Ae'wol | pe—wol,
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Retour a la partie réelle. On décompose les coefficients Aet Ben parties réelle et imagi-
naire : A =a+ic, B=b+1d, a, b, ¢, d étant réels. On a aussi la décomposition

eiwol cos(wot) = i sin(wyt).
On trouve :

r =Re(Z) = (a + b) cos(wpt) + (—c + d) sin(wpt).
En définissant A = a + b, B = —c+ d, on obtient :

x(t) = Acos(wot) + Bsin(wpt),

qui est la solution générale déja obtenue par la méthode de la représentation réelle.
L’intérét des fonctions exponentielles est que sous les opérations de dérivation et d’in-
tégration elles restent des fonctions exponentielles. Cette méthode sera surtout utile lors
de I'étude du mouvement avec amortissement et du mouvement forcé.

VIII- Mouvement oscillatoire amorti

1. Amortissement

Amortissement du mouvement a cause de frottements ou de la résistance du milieu
(air, liquide, etc.) dans lequel ont lieu les oscillations. Probleme similaire a ce qui a été
vu sur le mouvement avec freinage. On considere le cas ou la force de freinage est linéaire
par rapport au module de la vitesse :

Fy = —fv=—fz, f>0.
2. Equation du mouvement de ’oscillateur amorti
mi = —fx — kzx, = i—l—i:)’s—l——:v:().
m m
Dimensions : [£] = 772, [L] = 7. On pose :
k
—:wg, wo > 0; i:2)\wo, A> 0.
m m
A est sans dimension.
Résolution par la représentation complexe. x est remplacé par une fonction complexe

T4+ 2w +wi@ = 0.

On cherche les solutions sous la forme de fonctions exponentielles complexes :
T = ﬁe_rt, I=-rA e_rt, r=r’A e_rt,
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ot A et r sont des constantes pouvant étre complexes. On remplace dans I’équation ; Aert

se factorise et peut étre enlevé. Il reste :
r? — 22 wyr + wg = 0.

Cette équation est appelée équation caractéristique. Discriminant : A’ = w2(A\? —1). Trois
cas sont a distinguer suivant les valeurs de A, c’est-a-dire du coefficient de freinage f.

1No< A< 1.
On a A’ < 0. On pose w = wopvV1 — A2, VA’ = iw. On obtient deux solutions pour 7 :

r+ = (.U()()\ +1vV1— )\2)
T = ﬁ+6—r+t + ﬁ_e_r—t,
7= (;Lre—iwt + /I_6+iwt)e—)\w0t.

En passant a la partie réelle, les exponentielles complexes redonnent des combinaisons de
fonctions cosinus et sinus :

z(t) = Re(x) = (A cos(wt) + B sin(wt))e_)‘w()t — Ce—Awol cos(wt + ),

ou A, B, C, ¢ sont des constantes réelles (on définit C' > 0) qui sont fixées par les deux
conditions initiales sur la position et la vitesse.

0 %o to+ T

On a de nouveau une fonction oscillatoire, avec une pulsation w = wgv/1 — A2, mais

—Awot

avec une amplitude décroissante dans le temps, Ce . La fonction oscillatoire est

—Awot

enfermée entre les deux courbes-enveloppes +Ce . La période des oscillations est
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T = 27 /w. La rapidité de 'amortissement dépend de A\ (amortissement rapide pour A
proche de 1).
La vitesse est :

() = w( — Asin(wt) + B COS(Wt))e_)\wot — Awp (A cos(wt) + B sin(wt))e_)‘wot.
Conditions initiales : x(0) = xg, £(0) = #g; = A=1xp et B = %(:’co + Awoo).

x(t) = (xo cos(wt) + l(x'o + Awoo) Sin(wt))e_)‘wot,
w

La condition 0 < A < 1 définit le régime sous-critique.

2) A> 1
A’ > 0; deux solutions réelles de 1’équation caractéristique :

ry =wo(AE£VAZ—1)>0.
T = fLre_“t + ATt
Les exponentielles sont réelles. En passant a la partie réelle, on trouve :
x(t) = A+e_r+t + AT
Le mouvement est rapidement amorti, sans oscillations.
x(t) = —7“+A+e_r+t —r_A_e L,

Conditions initiales : z(0) = o, ©(0) = .

x(t) = — <7T_IO i x(]) e T+ <7r+x0 i x(]) e -1,

Ty —T- ry —T-

La fonction x(t) peut posséder un extrémum local pour ¢ = t5 > 0. Pour cela, on doit

avoir & (tp) = 0; on trouve :

- 1 I _T’+A+ _ 1 I T’_+(7“_l’0 + Zifo)
O (rp =) r_A_ (ry —r-) ro\rymo +do’ )

Pour que t5 (> 0) existe, 'argument du logarithme doit étre positif et supérieur a 1, ce

qui impose des conditions sur les conditions initiales. Par exemple, les conditions initiales
suivantes conduisent a l'existence de tg: xg > 0 et g > 0; xg > 0 et 9 < —r xg. Pour
o = 0,on aty =0. Pour zg > 0 et —r,xg < 9 < —r_mg, ty n'existe pas; etc. On a
représenté sur les figures suivantes la courbe de x(t) pour les quatre cas précédents.
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La condition A > 1 définit le régime sur-critique. 11 correspond a une force de freinage
élevée par rapport a la force de rappel de l'oscillateur.

) A=1.
L’équation caractéristique a une racine double : r = wy, donc conduisnat a une seule
fonction exponentielle. On vérifie facilement qu’une deuxieme solution indépendante est

«o! En prenant la somme des deux solutions

donnée dans ce cas par la fonction 7 = Bte™
indépendantes et en passant a la partie réelle, on obtient, apres utilisation des conditions
initiales :

x(t) = (xo + (&0 + woxo)t) e ot

Le comportement de cette solution ressemble a celui du cas précédent.
La condition A = 1 définit le régime critique.

3. Circuit bobine-résistance-condensateur

di . q . dg
L—+Ri+==0 = —.
a e =l e
En éliminant ¢ on obtient :
d’q Rdg q

ae T e ="
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| _ R
On pose : wy = 75, 2Awo = 7.

d*q dq
w -+ 2)\(,00% + wgq = 0.
C’est une équation du méme type que celle étudiée plus haut. On voit que ’amortissement

du courant dans le circuit est dii a la présence de la résistance.

IX- Oscillations forcées

Le systeme de l'oscillateur peut aussi subir 'influence d’une force extérieure dépen-
dante du temps (mais indépendante de z). Par exemple, I'extrémité fixe du ressort peut
étre attachée a un autre systeme qui a un mouvement bien défini; ou le générateur d’'un
circuit électrique peut établir une tension extérieure oscillante, etc.

On désigne par g(t) la force extérieure dépendante du temps ; I’équation du mouvement
de l'oscillateur devient :

g(t)

Y

mi = —fi — kx + g(t), ou i+2)\w0:'c+w§:c:

olt on a posé wi = k/m et 2 wy = f/m.

On a une équation différentielle du deuxieme ordre avec second membre. On suppose
que g(t) est une fonction de type simple (exponentielle, fonction sinusoidale, etc.). Dans
ce cas, on peut chercher une solution particuliere de ’équation avec second membre. La
solution générale de I'équation avec second membre est alors égale a la somme de la
solution particuliere et de la solution générale de ’équation sans second membre. Cette
derniere a déja été étudiée dans le chapitre précédent. On s’intéresse maintenant a la
solution particuliere de ’équation avec second membre.

On suppose que la force g(t) est une fonction oscillatoire :

g(t) = acos(),

ol a est une constante réelle positive et {2 (> 0) est la pulsation des oscillations. On utilise
la méthode de la représentation complexe. cos(Qt) est la partie réelle de e**. L’équation
complexe a résoudre est :
. . a i
P 2\wod +wii = — il
m
On cherche la solution particuliere sous la forme d’une fonction exponentielle complexe
avec la méme pulsation que 2 :
10t

fl =be s
ol b est une constante complexe. On remplace cette expression dans I’équation ; on trouve :

—Q2p et 4 QiAwoﬂgeiQt + wib e — % ¥,
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Les exponentielles peuvent étre enlevées. On obtient :

b=t !
om (Wi — Q2+ 2idwQ)’

Un nombre complexe z = x + 1y peut étre réécrit sous la forme du produit d’'un module
et de Pexponentielle complexe d'une phase : z = |z[e", avec |z| = Va2 +y2 et ¢ =
arctan(y/x). On a aussi : 1/z = e~*¢/|z|. On applique ces formules & b :

) ; 2)\&)09
wi — QO + 2idweQ = \/(wg — 02)2 + 4)\20E02 ew, ¢ = arctan (7008 — Q2)’
3 a e_w
SR - 02)2 4 402
) a A — )
A

SR - 02)2 4 AN
En passant a la partie réelle, on trouve :

a 1

I'l(t) = Re(ml) = a \/(wg = 92)2 n 4)\2ng2

cos(QUt — o).

C’est une fonction oscillatoire avec la pulsation €. Par rapport a la force extérieure
oscillatoire, elle a subi un déphasage égal a ¢. Son amplitude dépend en particulier de
Q; quand Q — 0, elle tend vers a/(mw?); quand Q — oo, elle tend vers 0; lorsque
A < 0.5 elle possede un maximum pour Q = €, = wyv/1 — 2A%, correspondant au
phénomene de résonance (amplification de 'amplitude) ; amplitude a la résonance est
égale a a/(2Xwimy/1 — \2) et augmente lorsque A diminue (amortissemnet faible) ; pour
A petit, on a 2, >~ wy.

La phase ¢ tend vers 0 lorsque 2 — 0; elle tend vers 7/2 lorsque 2 — wy et tend vers
7 lorsque €2 — oc.

EX ¢
7]‘ b & s s s s s s om s s omomosoaomomesosEEEs s oam —
g [ ]
0 ' 0 '
0 Qo 0 Wo
Q Q
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Solution générale de I’équation avec second membre en représentation complexe :
F= Fogm + 71 = Aype T+ 4 AT 4 pei¥

ol T,sn est la solution de 1’équation sans second membre, obtenue dans le chapitre pré-
cédent. Mais, pourvu que A soit différent de 0 (présence d’une force de freinage), la
solution de I'équation sans second membre, quelle que soit la valeur précise de A, est
une fonction amortie avec le temps. Au bout d’un certain temps elle devient négligeable
et seule subsiste la solution particuliere z; correspondant au mouvement forcé qui instaure
le régime permanent.

Une situation similaire apparait aussi dans les circuits électriques soumis a une tension
extérieure oscillante : Ji
i . q
L— 4+ Ri+ = = E(t) = Vj cos(wt).
4 Ri+ L = B(t) = Vycos(wt)

Apres élimination de i (= %), on obtient :

d*¢  Rdq  q W
E‘an‘l‘m—fcos(wt).

Cette équation est du méme type que celle étudiée plus haut.

X- Equilibre et stabilité

1. Equilibre

Un systeme est en équilibre lorsque toutes les variables le décrivant restent constantes
au cours du temps; = vitesses nulles pour tout t = accélérations nulles = (par les
équations du mouvement) sommes des forces extérieures nulles : ¥ F.,, = 0.

Exemple. Pendule simple. Equilibre pour les deux positions verticales 8 = 0 et § =
7. (0 : angle que fait la tige du pendule avec la verticale descendante.) La force de la
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peseanteur est contrebalancée par la réaction de la tige. Ces deux positions d’équilibre ne
jouent pas des roles similaires.

Si on écarte le pendule légerement de la position d’équilibre # = 0, il continue de rester
au voisinage de cette position et a des mouvements oscillatoires de faible amplitude. On
dit qu’on a une position d’équilibre stable.

Si on écarte le pendule légerement de la position d’équilibre 8 = m, il s’éloigne
immédiatement de cette position. Position d’équilibre instable.

Pour avoir stabilité il faut que les forces agissant sur le systeme au voisinage de la
position d’équilibre soient attractives vers cette position. Instabilité lorsque les forces
sont répulsives de cette position.

La notion d’équilibre peut aussi étre considérée pour des systemes non-mécaniques,
dont les variables descriptives vérifient des équations différentielles ; exemples : nombre de
molécules dans un échantillon de matiere, populations, variables des circuits électriques,
etc. On considerera généralement les cas de systemes avec une seule variable dynamique
qu'on désignera par x. Celle-ci est supposée vérifier, suivant sa nature physique, une
équation différentielle d’évolution du premier ou du second ordre :

dr(t)
o Pat)

Le systeme est dans un état d’équilibre lorsque x reste constant au cours du temps :
T = x1 = const.,

ce qui entraine
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Les équations différentielles impliquent alors
f(z1) =0, ou F(x;)=0.

x1 sera appelé position d’équilibre, méme si sa signification physique n’est pas une position
dans l'espace. La position d’équilibre est déterminée par la résolution de I'une ou 'autre
des équations précédentes.

Exemples. a) Ressort de constante de rappel k, de longueur a vide £y, de longueur ¢ a
Iinstant ¢, fixé a une extrémité et suspendu verticalement avec une masse m attachée a

Iautre extrémité. Axe positif vers le bas. Equation du mouvement :

d*l
FlO) = -2 w0+
- 0)T9g

Position d’équilibre : ¢; = ¢y + mg/k.
b) Chute d’un objet sphérique de rayon a, de masse m, dans un fluide de masse
volumique p, avec grande vitesse v. Equation du mouvement :

d
md—: = mg — kypa®|v|v.

Etat d’équilibre pour v : vy = \/mg/(kopa?).

2. Mouvement autour des positions d’équilibre

On écarte légerement le systeme de sa position d’équilibre. Deux possibilités.

1) Le systeme continue de rester au cours de son mouvement au voisinage de la position
d’équilibre. La position d’équilibre est stable.

2) Le systeme s’écarte de plus en plus de la position d’équilibre. La position d’équilibre
est instable.

Criteres de la stabilité. Au voisinage de la position d’équilibre |x — x1| est tres petit
devant la longueur caractéristique du probléeme. On effectue dans ’équation du mouvement
un développement limité de f(x) ou de F'(z) autour de x1, en négligeant les termes d’ordre
supérieur a (x — x7).

f@) = f(1) + (z = 21) f'(21).

Or f(x1) =0, car x; est une position d’équilibre. L’équation du mouvement devient :

dx
i f()(x — 21).
On pose z = — 11 ; = %:i—f:
dz \
— =z
dt ’



ot on a posé A = f’(z1). Solution :

z(t) = zoe)‘t.
Si A <0, |2(t)] — 0 lorsque t — oo, et * — x7; stabilité de la position d’équilibre.
Si A > 0, |2(t)] — oo lorsque t — oo, et x séloigne de z7; instabilité de la position
d’équilibre. Le critere de la stabilité est donc :

f/(l'l) < 0.

Dans 'exemple du mouvement avec force de freinage, on a f'(v;) = —2kopavy/m < 0;
vitesse limite stable.
Pour I'équation du deuxieme ordre on a :

CCZ;T? = F(x) ~ F(z1) + (x — 2 F'(21) = F'(z1)(z — 21).
On pose z = (x — x1) : 2
% = [F'(x)z
Si F'(xy) <0, on pose F'(z1) = —w? :
&z = —wz.

dr?
Equation de Toscillateur harmonique. Solution :
2(t) = Acos(wt + ¢).

|z| reste borné au cours du temps avec mouvement oscillatoire autour de la position
d’équilibre. Position d’équilibre stable.
Si F'(x1) > 0, on pose F'(z1) =~*:

Pz
e =7

Solution :
2(t) = aet + be TVt = Acosh(yt + a).

|2(t)] — oo lorsque t — oo et x s’éloigne de 1. Position d’équilibre instable.
Le critere de la stabilité est donc :

F/(I'l) < 0.

Dans l'exemple du ressort suspendu avec masse, on vérifie que F'(¢;) = —k/m < 0;
stabilité des oscillations.
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XI- Dynamique des populations

1. Modeles de Malthus et de Verhulst

Difficulté de modéliser la dynamique et I’évolution des populations par une équation
simple. Beaucoup de facteurs extérieurs.

Modele le plus simple du a Malthus (fin dix-huitieme siecle). On suppose que tous
les facteurs dynamiques sont représentés par deux parametres constants, les taux de
naissance, \,, et de mortalité, \,,. (Taux : variation relative par unité de temps.) Ces
deux parametres se recombinent en un seul parametre, le taux de croissance A (quantité
algébrique) : A = A, — A, Si N(¢) est le nombre de la population (N étant généralement
tres grand peut étre considérée comme une fonction continue), I’équation d’évolution est :

dN(t)

S dt
Equation similaire & celle de la radioactivité. Etat d’équilibre donné par I’'équation
f(Ny) = ANy = 0; donc Ny = 0. f/(Ny) = A;si A > 0 (cas le plus fréquent), état
d’équilibre instable; si A < 0, état d’équilibre stable. Ces conclusions se vérifient directe-

= AN(2).

ment sur la solution exacte :

N(t) = Noet.
Le cas A > 0 correspond a une croissance continuelle vers l'infini ; le cas A < 0 correspond
a I'extinction de la population. (Voir Figures.)

N N
A>0
Ny -
A<0
Ny -
0 0
0 0
t t

Le cas A > 0 conduit cependant sur une longue période a des écarts importants a partir
de la situation réelle. Apres une période de forte croissance, cette derniére commence a
se ralentir; d’ou l'idée d’introduire une force de freinage dans 1’équation d’évolution.
Analogie avec la force de freinage en v? des mouvements amortis (régime de Newton)
qui se manifeste pour les grandes vitesses. Le modele de Verhulst (premiere moitié du
dix-neuvieme siecle) introduit un terme de freinage de la croissance en —N? (un terme
linéaire en N ne servirait qu’a modifier la valeur de \) :

N
Oil—t:)\N—k:Nz, A>0, k>0.
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Cette équation s’appelle aussi équation logistique. k doit étre suffisamment petit pour
que leffet du terme correspondant ne se manifeste qu’aux grandes valeurs de N (c’est-
a~dire apres une forte croissance). Un nouvel état d’équilibre existe ; I'équation f(N;) =
AN, — kN = Ni(A — kN;) = 0 a une nouvelle solution, autre que zéro :

A
Ny = T
D’autre part f'(N;) = A — 2kN; = —\ < 0; Iétat d’équilibre est stable; il représente
I’état asymptotique limite vers lequel tend N au bout d'un temps tres grand.

On peut tracer I'allure de la courbe de variation de N a partir de ses comportements-
limites. Pour t petit, N a l'allure de la fonction exponentielle croissante du modele de
Malthus, avec concavité positive, et pour t grand N doit tendre vers la valeur asymp-
totique N7 = A/k, ce qui nécessite un changement du signe de la concavité, donc un
point d’inflexion. La position de celle-ci se trouve assez facilement ; il suffit de dériver
Péquation d’évolution par rapport au temps; on trouve : N = N(A — 2kN); N = 0
lorsque N = N;/2; on doit supposer Ny > 2N,. (Voir Figure.)

N
Ny

L’équation d’évolution peut étre résolue exactement soit par la méthode de la sépa-
ration des variables, soit par le changement de fonction y = 1/N. La solution est :

Ny

1+ (§E = Der

N(t) =

Le point d’inflexion apparait a l'instant ¢; = (1/\) ln(% —1).
D’autres modeles plus élaborés ont été proposés plus tard pour améliorer les propriétés
de modele de Verhulst.
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2. Populations en interaction
Systeme prédateurs-proies. Modele de Lotka (1920) et de Volterra (1929). R : nombre
de requins; S : nombre de sardines. Equations couplées :

as
E = +aS — bSR,

dR
_ = — d
i cR+dSR,

a, b, ¢, d étant des constantes positives. Les sardines ont un réservoir de nourriture presque
infini; sans les requins leur nombre pourrait augmenter indéfiniment (du moins sur une
période assez longue tant que la nourriture et l'espace ne se réduisent pas); d’ou le taux
de croissance positive a. Sans les sardines, les requins disparaitraient, d’ou le taux de
croissance négative —c. La présence des requins fait diminuer le nombre des sardines;
d’ou le terme de couplage négatif —bSR dans I’équation de S. La présence des sardines
permet aux requins de se nourrir et d’accroitre leur nombre; d’ou le terme de couplage
positif +dSR dans 1’équation de R.

On a ici un systeme de deux équations différentielles couplées du 1% ordre non-linéaires
avec deux degrés de liberté.

Le systeme possede un premier état d’équilibre qui correspond a S; = 0 et Ry = 0.
On peut vérifier facilement, en développant linéairement les deux équations en S et en
R (autrement dit en négligeant les termes quadratiques en RS) que celui-ci est instable.
Par conséquent, ce systeme d’équations ne conduit jamais a I’extinction des deux especes,
meme si elles se trouvent pres du point d’extinction.

Un deuxieme état d’équilibre, autre que zéro, existe :

C a

PR

L’étude de I'évolution autour du point d’équilibre se fait en développant S et R respecti-

Sy =

vement autour de S; et R;. On pose :
S(t) =S+ f(1), R(t) = Ry + g(t),

et on garde dans les équations les termes linéaires en f et g. On trouve :

df bc dg ad
i R
En éliminant g en fonction de f a partir de la premiere équation, on obtient :
i 2 2
ﬁ = —W f, w" = ac.

C’est I’équation de l'oscillateur harmonique, dont la solution est :
f(t) = Acos(wt) + Bsin(wt),
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d’ol1 on obtient aussi g :

g(t) = %\/g(/l cos(wt) — Bsin(wt)).

f et g restent bornées au cours du temps; I'état d’équilibre est stable. La trajectoire
décrite dans le plan (S, R) s’obtient en éliminant t entre f et g :

bc
f2+%92:z42+32.

C’est 1’équation d’'une ellipse. (Voir Figure.) On a ainsi une évolution périodique des deux
especes de période T' = 27 /w = 27 //ac.

La solution exacte des deux équations couplées ne peut étre obtenue analytiquement,
d’ou I'intérét de I'étude de I’évolution autour de la position d’équilibre. On peut cependant
montrer que le mouvement général reste périodique avec la méme période T que celle
obtenue plus haut. Ceci signifie que la trajectoire dans le plan (S, R) est toujours fermée
et s’accomplit pendant une période T

XII- Energie

1. Travail

Effort déployé pour déplacer un objet d’une position a une autre en opposition a une
une force extérieure F' appliquée sur 'objet. Exemple du ressort. Ressort au repos; si
on veut allonger le ressort ou le comprimer, il faut vaincre la force de rappel du ressort.
L’effort déployé dépend a la fois de I'intensité de la force extérieure et de la distance de
déplacement.

Le travail est défini sous forme infinitésimale comme le produit de la force déployée
avec le déplacement infinitésimal :

dT = Fdepl(l’)dl’.
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Le travail total effectué pour déplacer I’objet de la position A a la position B est I'intégrale
de cette quantité :

Tag = /AB dT = /;B Faepi(x)dz.

En général, la force est un vecteur F(r) dépendant du vecteur position r. On peut
déplacer I'objet dans une direction non-parallele a F. Dans ce cas, le travail infinitésimal
est défini comme étant le produit scalaire du vecteur Fg., avec le vecteur déplacement
dr :

dT = Fyep(r).dr.

Exemples. Ressort. Force exercée par le ressort sur la masse a son extrémité : F = —kx
(x : écart a partir de la position de repos). On déploie une force opposée a F' pour déplacer
la masse de A a B (xp > x4 >0) 1 Fyepy = —F = +kz.

B k
Tan = [ " do(ka) = S(ah ).

A

Pesanteur. Force de la pesanteur : F' = —mg le long de I'axe Oz dirigé vers le haut. Force
déployée pour soulever I'objet de z4 vers zp : Fyep = —F = mg.

Tap = /ZB dz(mg) = mg(zp — za).

ZA

Dimension : [Travail|=[Forcexdistance].

[T]=[FL = MLT*L = ML*T2

2. Energie potentielle

Apres avoir déplacé l'objet de A & B (avec Tap > 0), on le lache sans vitesse initiale.
On constate que 'objet se déplace dans le sens opposé a son déplacement antérieur, attiré
de nouveau par la force du ressort ou de la pesanteur. Tout se passe comme s’il avait
emmagasiné le travail déployé par 'expérimentateur et I'utilisait pour le transformer en
vitesse de déplacement.

Pour tenir compte de cet aspect, on introduit la notion d’énergie, qui est une grandeur

ayant la méme dimension que le travail, mais qui peut se manifester aussi sous d’autres
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formes. Pour le probleme actuel, on définit 1'énergie potentielle de 'objet, E,, comme le
travail accompli par 'expérimentateur pour déplacer I'objet sans accélération d'un point
pris comme origine a un autre. (Dans ce cas Fye, = —F.)

Ey(z) — Ey(0) = Top = /0 Fepi(2')dx' = —/0 F(x')da,

F étant la force extérieure qui agit sur 'objet (force du ressort, de la pesanteur, etc.).

L’énergie potentielle en un point donnée dépend de sa valeur en un point-origine. On
ne peut mesurer que des différences d’énergie potentielle. Le plus souvent on choisit la
valeur d’origine égale a zéro.

Ressort : . . ]
E,(z) = —/ F(z"ds' = —/ da' (—kx') = §k$2.
0 0

Pesanteur (axe Oz dirigé vers le haut) :

E,(z) = — /OZ F(ZdZ = — /OZ dz'(—mg) = mgz.

Si on connait I’énergie potentielle d'un objet, on peut en déduire la force qui s’exerce

sur lui : IE
x
F(x) = —ﬁ.
dx
Dimension : [E,] = ML*T~2.
3. Energie cinétique
L’ énergie cinétique est une énergie associée a la vitesse. On constate que la quantité

mv? a la dimension d'une énergie : [mv?] = ML*T~2. Définition de I’énergie cinétique
E,.
Lo s
E.(v) = SV’

Dépend uniquement du mouvement de I'objet et sa définition est indépendante des forces
s’exercant sur lui.
Ressort : E, = $mi? (le long de Oz). Pesanteur : E, = $mz? (le long de Oz).

4. Conservation de I’énergie totale

L’énergie peut aussi se manifester sous d’autres formes, telles que énergie électro-
magnétique, chimique, nucléaire, thermodynamique, de masse, etc. L’énergie totale d'un
systeme est la somme de toutes les énergies en présence. Néanmoins, si dans un processus
certaines formes d’énergie ne se manifestent pas ou restent constantes, on peut les ignorer.
En mécanique, on définit 1’ énergie mécanique, F,,, comme la somme de I’énergie cinétique
et de I’énergie potentielle :

E,=E.+ L,

En D'absence des autres formes d’énergie, on peut identifier I’énergie mécanique avec
I’énergie totale £ du systeme :
E, =FE.
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Ressort : 1 1
E,=FE= §m:&2 + 5]{7:62.

Pesanteur (axe Oz dirigé vers le haut) :
1
E,=FE= §mz 4+ mgz.

Lorsque la force qui s’exerce sur 'objet dépend uniquement de sa position, F = F(r),
on dit qu’il s’agit d’une force conservative. Dans le cas général, la force pourrait aussi
dépendre de la vitesse (frottement) et du temps : F = F(r, v, t).

Lorsque la force est conservative, I’énergie totale (énergie mécanique) est conservée
(reste constante) au cours du temps, c’est-a-dire au cours du mouvement de 'objet.

Cas unidimensionnel avec variable x.

1
E = §mx'2 + E,(x).

Dériver E par rapport au temps :

dE 1 di* dE,(x)

_— = - — -~ 7

a2 dt dt
Appliquer la regle de la dérivation des fonctions de fonctions; Iénergie cinétique et
I’énergie potentielle dépendent implicitement du temps a travers leurs dépendances res-

pectives de x et de x.

di*  di*di 9
dt ~ didt
dE,(x) dEy(z)dx dE,(x) . _
dt dr dt  dv (@)
On obtient : JE
— = i(mi — F(z)) =0,
I’annulation provenant de 'utilisation de I’équation du mouvement. En résumé :
dE
— =0, - E = const.
dt
La valeur de cette constante est fixée par les conditions initiales :
1 ) 1 )
E = 5mé + E,(z) = 5™Mdy + E, (o).
Ressort : E = imi? + $ka® = fmid + Ey(x0). Pesanteur : E = 1% +mgz = 123 + mgz.

La loi de conservation de I’énergie n’est pas applicable en présence de forces dépendant
de la vitesse ou du temps. Dans ce cas, ’énergie mécanique du systeme varie au cours du
temps. En particulier, en présence de forces d’amortissement, I’énergie mécanique diminue

au cours du temps.
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On peut utiliser un calcul similaire pour évaluer la variation de I’énergie mécanique
lorsqu’il existe des forces dépendant de la vitesse ou du temps. L’équation du mouvement
est :

mi = F(x) + Fy(x, &,),

ol F'(x) représente la force conservative et Fy(x, &, ) la force de freinage et celle dépendant
du temps. L’énergie mécanique est : E,, = E. + E,(z), ou I'énergie potentielle E,(x) est
calculée a partir de F(x) uniquement; on a F(z) = —d%p. La variation de ’énergie
mécanique entre un point A et un point B est alors égale au travail effectué par les forces

dépendant de la vitesse ou du temps :
B B
AEmap = En(B) — Ey(A) = /A drFy(z,@,t) = /A dtiFy(z, i, 1).

Pour le calcul de U'intégrale de FY, il faut exprimer = et & en fonction du temps (solutions
de I’équation du mouvement) et faire I'intégration par rapport au temps.

5. Domaines possibles du mouvement

On utilise la loi de conservation de 1’énergie.

1 1
E = §mx'2 + E,(z) = const., = §m$2 = FE — E,(x).

Or, Iénergie cinétique est une quantité positive ou nulle :

1
5mg‘;? >0 = E-E,(z)>0.

Le mouvement ne peut avoir lieu que dans les domaines ou cette inégalité est vérifiée.
Tracer la courbe de E,(x) en fonction de z; tracer la droite horizontale E' =const. (fixée
par les conditions initiales) ; délimiter les domaines ou E,(x) < E. Aux points ou E, = E,
on a K. =0, c’est-a-dire © = 0.

Exemples : Ressort.

46



La courbe de E,(z) est une parabole symétrique par rapport a l'axe # = 0. Les
points d’intersection de E et de E, ont pour abscisses —z1 et +xy, avec x; = /2E/k.
Le mouvement a lieu dans l'intervalle fini [—z1, 21]. On dit que le mouvement est confiné
ou que la particule de masse m se trouve dans un état lié. Si on lance la particule de la
position g, avec 0 < zy < x1, avec une vitesse initiale positive (o > 0), elle se dirige vers
la position x; (élongation du ressort). En x1, sa vitesse s’annule et change ultérieurement
de signe ; la masse se dirige dans le sens négatif (compression du ressort), passe par = = 0
et atteint la position —zq, ou la vitesse s’annule et change ensuite de signe, le ressort
reprenant son mouvement d’élongation, etc. Pour x = +x1, & = 0 et ’énergie potentielle
a sa valeur maximale; pour x = 0, I’énergie potentielle est nulle (valeur minimale) et
I’énergie cinétique, donc le module de la vitesse, a sa valeur maximale.

Pesanteur.

1 1
E = §m732 +mgz, E,(z) =mgz, §m732 =F —mgz > 0.

E

p
21 jusqu’a —oo. Si on lance la particule de laltitude zy avec une vitesse initiale positive

(z2) < E pour z < z; = E/(mg). z peut prendre toutes les valeurs inférieures a

(donc vers le haut), elle monte jusqu’a I'altitude z1, ou sa vitesse s’annule ; puis la vitesse
change de signe et devient négative ; la particule descend alors vers le bas. Le mouvement
n’est pas confiné a une région finie de I'espace; on dit que la particule se trouve dans un
état de diffusion ; elle peut s’éloigner a des distances infinies ou provenir, dans d’autres
cas de forces, de l'infini.

6. Equilibre et stabilité
On peut aussi analyser les questions d’équilibre et de stabilité avec I’énergie. Soit xg
une position d’équilibre; la condition F'(x¢) = 0 signifie

dEy(z)




L’énergie potentielle doit étre extrémale (minimale ou maximale). On choisit au voisinage
de cette position une valeur de 'énergie totale E et on étudie le domaine possible du
mouvement. Si le mouvement est confiné autour de la position d’équilibre, il y a stabilité;
si le mouvement n’est pas confiné dans le voisinage de la position d’équilibre, il y a
instabilité.

Exemple du pendule. L’énergie potentielle, exprimée en fonction de 6 (angle que fait
la tige de longueur ¢ avec la verticale descendante) est : E,(f) = —mgl cosf. Extréma :
0 = 0, £m, etc. Autour de 6 = 0 (E = Fj), le mouvement est confiné <= stabilité.
Autour de § = 7 (F = FE3 ou E = Ej3), le mouvement n’est pas confiné au voisinage
immédiat <= instabilité.

Dans le cas du ressort, le mouvement est confiné autour de la position d’équilibre
xr = 0 < stabilité.

On étudie le mouvement du systeme autour d'une position d’équilibre. F(x) : force
conservative agissant sur un objet et donnant lieu a une énergie potentielle E,(z). Soit
une position d’équilibre; c¢’est un extrémum local de E,. On suppose que |z — x| reste
petit devant une longueur caractéristique du systeme et on fait un développement limité
de E,(x) autour de x :

1
Ey(x) = Ey(xo) + (z — z0) B, (20) + §($ — xo)zEg(%) +--
Cest lapprozimation des petits mouvements. Comme E (o) = 0, on obtient :
1 2
Ep(ﬂ?) >~ Ep(ﬂ?o) + 5(25’ - .CL’(]) Ep (213'0)

C’est I'équation d'une parabole d’axe x = xo. £ (29) > 0 signifie concavité vers le haut ;
xo minimum local de Ej,; = confinement et stabilité. £/ (xo) < 0 signifie concavité
vers le bas; zp maximum local de E,; = mouvement non-confiné dans le voisinage et
instabilité.
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Eg(mg) <0

Force agissant sur le systeme dans 'approximation précédente :

_ dE,()
dx

F(z) = = —( — x0) ) (o).

Si B (z0) > 0, F(x) dirigée vers x ; force attractive; stabilité. Si £/ () < 0, F'(x) dirigée
de z( vers 'extérieur ; force répulsive; instabilité.
Exemple.
E,(z) = —ax* + ba?, a>0,b>0.

L’énergie potentielle a trois extréma locaux; zo = 0 (maximum local, position d’équilibre
instable), zop = +4/a/(2b) (minima, positions d’équilibre stables). Le développement au-
tour de zo = 0 s’écrit : E,(x) ~ —ax?; le développement autour des minima s’écrit :

p
a2 a
Ey(z) = =% +2a(z F ,/5)*.
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